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Методические рекомендации

к комплекту тетрадей «Задачи на нахождение множества точек»

В геометрии имеется класс задач на нахождение множества точек, обладающих определенным свойством.

Обычно эти задачи  называются задачами на нахождение геометрического места точек (сокращенно ГМТ). Этот термин, давно ставший традиционным, по-видимому, был введен еще древними греками. Но в 21-м веке представляется важным перейти на  современный язык, говоря о множествах точек, обладающих определенным свойством.  В защиту этого термина приведу два аргумента. Во-первых, в математике термин множество точек употребляется не только в тех случаях, когда решается задача на нахождение ГМТ. Так, например, и фрактал, известный как множество Мандельброта (рис.1), и часть координатной плоскости, на которой изображено решение неравенства y < log2x (рис. 2), - в современной терминологии рассматриваются как множества точек. Во-вторых, с дидактической точки зрения важно сформировать у школьников достаточно ясное и полное представление о геометрической фигуре как множестве точек, обладающих определенным свойством.
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Известно, что решение задач на нахождение множества точек  состоит из двух этапов, принципиально различных по своей логике. Сначала на чертеже проводятся наблюдения, в результате которых возникает догадка о том, каково искомое множество точек. Эта догадка формулируется в виде гипотезы. Затем для обоснования гипотезы формулируются и доказываются два утверждения (прямое и обратное или прямое и противоположное).

Для выдвижения  гипотезы проводятся неоднократные построения, которые требуют значительного времени, если их выполнять на бумаге. Использование компьютерной программы «Живая математика» позволяет значительно ускорить этот процесс. В этой программе имеются доступные средства для того, чтобы ученики на основе собственных экспериментов самостоятельно догадались, какой ответ получится в задаче, т.е. какую фигуру образует то или иное множество точек.   

В предлагаемом здесь комплекте поставлена цель, используя различные возможности упомянутой программы, создать условия для того, чтобы ученик мог самостоятельно построить гипотезу о том, какая геометрическая фигура образуется при построении указанного в задаче множества точек.

Комплект состоит из 5 тетрадей, содержащих 12 задач на нахождение определенных множеств точек. Все пять тетрадей устроены одинаково. На первой странице указаны номера задач, помещенных в данной тетради, а также даются две инструкции о том, как применить личный инструмент и как построить гипотезу. Эти инструкции одинаковы во всех тетрадях. Желательно, чтобы ученики обращались к ним в процессе решения задач по мере необходимости.
Инструкция № 1. Как  применить личный инструмент?

· Личный инструмент находится на нижней кнопке готовальни. Его следует отметить флажком. После этого курсор меняет вид.

· Чтобы правильно воспользоваться личным инструментом, точно следуйте той инструкции, которая сопровождает предлагаемый к задаче чертеж.

· Если личный инструмент больше не нужен, переключитесь на стрелку-выделитель (верхняя кнопка готовальни).

Инструкция № 2. Как сформулировать гипотезу?

· С помощью личного инструмента следует построить столько точек, чтобы можно было догадаться о том, на какой линии расположены все эти точки.

· Чтобы лучше видеть построенные точки, можно скрыть все построенные отрезки. Для этого проделайте следующее:

· в готовальне нажмите кнопку Отрезок;

· в меню Правка выберите команду Выделить все отрезки;

· в меню Вид выберите команду Спрятать отрезки.
· Хорошо, если гипотеза сформулирована точно. Например, если точки лежат на окружности, то следует указать ее центр и радиус (или диаметр); если точки лежат на отрезке, то следует указать концы этого отрезка.

Решение каждой задачи состоит из решения трех вспомогательных задач (каждая задача на отдельной странице):

1) построить одну точку;

2) построить несколько точек;

3) построить множество всех точек.

Решение каждой вспомогательной задачи выполняется с помощью различных инструментов.

 Первая вспомогательная задача решается традиционно с помощью циркуля и линейки с теми особенностями, которые диктуются программой «Живая математика».  Она  нужна для того, чтобы ученик лучше понял текст основной задачи, чтобы он осознал, о каких точках в ней идет речь, какими специальными свойствами они обладают. Кроме того, решение задач на построение вообще благотворно влияет на усвоение геометрии.

Вторая вспомогательная задача является  центральной в этом списке задач. Для ее решения применяется личный инструмент, специально созданный для этой задачи. Он позволяет быстро построить сколько угодно точек, принадлежащих искомому множеству. Этих точек должно быть достаточно для того, чтобы ученик мог догадаться, о какой  геометрической фигуре идет речь в основной задаче, то есть чтобы он мог самостоятельно  сформулировать гипотезу о искомом множестве точек.

Личный инструмент находится на нижней кнопке готовальни.  На поле чертежа имеется указание, как этим инструментом воспользоваться. 

При построении гипотезы внимание ученика сосредоточено на точках. Поэтому может оказаться полезным скрыть те вспомогательные отрезки, с помощью которых  были построены эти точки. Для этого следует воспользоваться инструкцией, которая  имеется на первой  странице каждой тетради.

Третья вспомогательная задача решается автоматически с помощью кнопки «Анимация». В результате ученик видит искомое множество точек. Для этого ученику достаточно только щелкнуть по указанной кнопке. Теперь ему нужно сопоставить  собственный результат во второй задаче с полученной геометрической фигурой. Может оказаться, что он должен уточнить свой ответ к предыдущей задаче, либо признать ошибку в собственной гипотезе, либо, наоборот, признать свой ответ правильным. Важно, что в любом случае ученик видит верный ответ. К сожалению, именно в этот момент у ученика создается впечатление о том, что поставленная задача решена полностью, поскольку он с помощью картинки проверил свою гипотезу. 

На самом же деле теперь он должен перейти к логическому обоснованию полученного результата уже без использования программы «Живая математика».

Надо заметить, что при решении третьей вспомогательной задачи можно воспользоваться  имеющейся в программе «Живая математика» специальной командой Геометрическое место (меню Построение), применение которой  позволяет увидеть искомую геометрическую фигуру в готовом виде. Однако в этом случае ученик видит только результат, но не процесс его получения. Представляется, что этот вариант не эффективен с точки зрения поставленной в данном комплекте цели.
На страницах, где размещены задачи, имеются кнопки: «Подсказка к задаче», «Чертеж к задаче» и «Гипотеза». Эти кнопки работают по принципу «Спрятать-показать». Например, щелчок курсором по кнопке «Подсказка к задаче» позволяет увидеть или спрятать подсказку.

Предполагается, что когда ученик приступает к решению задачи, от него все подсказки скрыты. Он должен ими пользоваться для проверки правильности полученных им результатов, то есть только в случае необходимости. Если у учителя нет уверенности, что ученик воспользуется подсказкой не своевременно, то можно предложить ему другой вариант тетради. Для этого достаточно сделать копию тетради, а затем в этой копии удалить именно те подсказки, которые кажутся лишними. В этом случае, если сохранен оригинал, можно будет применять разные версии тетрадей.

Кнопка «Анимация» позволяет построить искомое множество точек. Щелчок курсором по этой кнопке запускает построение этого множества, еще один щелчок  останавливает действие.
Список задач, предлагаемых в данном комплекте тетрадей

Тетрадь № 1. Два основных множества точек (файл "notebook-1.gsp") 
1. Серединный перпендикуляр к  отрезку  (Ответ: прямая)

2. Биссектриса угла  (Ответ: луч)

Тетрадь № 2. Хорды окружности (файл "notebook-2.gsp")
3. Дана окружность и точка А на ней. Найдите множество середин хорд, проведенных в окружности через точку А. (Ответ: окружность)

4. Дана окружность и точка А внутри нее. Найдите множество середин хорд, проведенных в окружности через точку А. (Ответ: окружность)

5. Дана окружность и точка А вне этой окружности. Найдите множество середин хорд окружности, которые лежат на прямых, проведенных через данную точку А и пересекающих окружность. (Ответ: дуга окружности)

Тетрадь № 3. Окружности и касательные (файл "notebook-3.gsp")
6. Найдите множество центров окружности данного радиуса R, касающихся данной прямой. (Ответ: две параллельные прямые)

7. Найдите множество центров окружностей, описанных данным радиусом R и касающихся данной окружности. (Ответ: две окружности)

8. Найдите множество точек, из которых касательные, проведенные к данной окружности, равны данному  отрезку. (Ответ: окружность)

Тетрадь № 4. Перпендикуляры (файл "notebook-4.gsp")
9. Найдите множество оснований перпендикуляров, проведенных из данной точки А на прямую, проходящую через данную точку В. (Ответ: окружность)

10. Отрезок АВ является диаметром окружности с центром О;  М – произвольная точка этой окружности; МК – расстояние от точки М до диаметра АВ. На радиусе ОМ построен отрезок ОР, равный отрезку МК. Найдите множество точек Р. (Ответ: две окружности в виде восьмерки)

Тетрадь № 5. Равносторонний треугольник и квадрат (файл "notebook-5.gsp")
11. Дана прямая n и точка А, не лежащая на этой прямой. На прямой выбрана произвольная точка В. Найдите множество таких точек М, что треугольник АВС равносторонний. (Ответ: две прямые, пересекающиеся под углом 60()

12. Найдите множество четвертых вершин квадратов, две вершины которых находятся на одной стороне угла, а третья – на другой. (Ответ: два луча с началом в вершине данного угла)
